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Gdy w pazdzierniku 1852 roku Francis Guthrie (byly student Augu-
stusa de Morgana) kolorowal mape Anglii, zauwazyl, ze cztery kolory
wystarcza, by kazde dwa sasiadujace hrabstwa réznity sie barwa. Po-
myslal: Czy cztery barwy wystarczq do pokolorowania dowolnej, nawet
najbardziej skomplikowanej mapy?

Pytaniem zainteresowalo sie zrazu kilku matematykéow, w tym de
Morgan i Sir William Rowan Hamilton, a péZniej takze Arthur Cayley,
lecz pierwszy ,,dowdd” pojawil si¢ dopiero w roku 1879. Przedstawil go
Alfred Kempe, londynski prawnik, ktory studiowat z Cayleyem w Cam-
bridge, a pdzniej przez wiele lat piastowal stanowisko skarbnika Royal
Society. Byl to zapewne najstynniejszy falszywy dowdd w calej histo-
rii matematyki, choé¢ kryto sie w nim takze kilka dobrych pomystéw.
A przebiegal on mniej wiecej tak.

Zaktadamy, ze wszystkie kraje na mapie poza jednym pokolorowali-
Smy juz czterema barwami, po czym pokazujemy, jak rozszerzy¢ to kolo-
rowanie na ostatni, brakujacy kraj. Kazda mape zawierajaca co najwyzej
4 kraje mozna oczywiscie pokolorowaé czterema barwami zgodnie z regu-
tami sasiedztwa, zatem taka metoda pozwolitaby rozszerzy¢ kolorowanie
na 5, 6, 7... krajéw, czyli na wszystkie mapy. Ot6z tatwo wywniosko-
waé ze wzoru wieloSciennego Eulera, ze na kazdej mapie jest kraj, ktory
ma co najwyzej pieciu sgsiadéw: dwukat (kraj o dwoch bokach), tréj-
kat, kwadrat lub pieciokat. Kempe przeanalizowal kolejno kazdy z tych
przypadkow (rys. 1).

Jesli mapa zawiera dwukat lub tréjkat, sciggamy go do punktu.
Mamy wtedy mniej krajéw, potrafimy wiec pokolorowaé je czterema
barwami. Gdy przywrécimy oryginalng figure, bedzie ona otoczona co
najwyzej trzema krajami. Pozostanie zatem wolny kolor, ktéorym mo-
zemy pokolorowaé¢ 6w dwukat lub tréjkat zgodnie z regutami.

Jesli na mapie znajduje sie kwadrat, popatrzmy — idac tropem rozu-
mowania Kempego — na dwa tylko kolory, powiedzmy, na czerwony kraj
bezposrednio nad kwadratem i zielony kraj bezposrednio pod kwadra-
tem, i rozwazmy nastepujace pytanie: czy czerwono-zielona czes¢ mapy
nad kwadratem jest potaczona z czerwono-zielona czescig mapy pod kwa-
dratem?

Jesdli NIE (rys. 2), to nad kwadratem mozemy zamieni¢ kolory czer-
wony i zielony (czerwone kraje staja sie zielone i odwrotnie), w wyniku
czego kraje lezace bezposérednio nad i bezposrednio pod kwadratem beda
oba zielone — a wtedy mozemy kwadrat pomalowaé¢ na czerwono.
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Na oktadce ksiazki przyktad
mapy na torusie, do ktérej
pokolorowania potrzeba siedmiu
koloréw (przyp. red.)

Gdy nieco pézniej Ringel zostal
zatrzymany na kalifornijskiej

szosie za przekroczenie predkodci,
policjant, spojrzawszy na jego
prawo jazdy, zapytal: ,Ringel,

aha. To Pan jest tym, ktéry
rozstrzygnal hipoteze Heawooda?”.
Okazalo sie, ze jego syn studiowal
w grupie, w ktorej zajecia prowadzit
Ted Youngs. Oczywiscie Ringel
odjechal bez mandatu, co dowodnie
$wiadczy o przydatnosci problemu
kolorowania map!

Jedli jednak TAK (rys. 3), to zamiana koloréw w niczym nie pomoze —
kwadrat bedzie wciaz otoczony czterema barwami. W takim przypadku
popatrzmy na niebieski kraj lezacy bezposrednio na prawo i zélty kraj
lezacy bezposrednio na lewo od kwadratu. Niebieskie i z6tte terytoria po
prawej sa teraz oddzielone od takich samych terytoriow po lewej, gdyz
rozdziela je pierscien czerwono-zielony. Mozemy zatem po prawej stronie
zamieni¢ niebieski z zottym bez szkody dla strony lewej, a nastepnie
pokolorowaé¢ kwadrat na niebiesko.

Wreszcie gdy mamy do czynienia z pigciokatem, Kempe proponuje
podobne rozumowanie, wymagajace jednak tym razem dwukrotnej za-
miany koloréw, w wyniku ktérej pieciokat okaze si¢ otoczony tylko
trzema barwami, a czwarta zostanie dla niego. Tak konczy sie dowdd
twierdzenia o czterech barwach.

Przez 11 lat rozumowanie Kempego byto powszechnie akceptowane,
m.in. przez Cayleya, wigc bomba podrzucona przez Percy’ego Heawooda
w 1890 roku wywolala nie lada efekt. Heawood wskazal na fundamen-
talny btad w pracy Kempego, dowodzac, ze nie zawsze mozna wykonaé
dwukrotna zamiane koloréw w przypadku pieciokata. Udato mu sie jed-
nak uratowaé cze$¢ rozumowania, wystarczajaca do udowodnienia, ze
kazdg mape mozna pokolorowac piecioma barwami — wynik wcigz jesz-
cze imponujacy.

Heawood prébowal réwniez uogdlnié problem kolorowania na inne
powierzchnie. Rzut stereograficzny sfery na plaszczyzne pozwala zauwa-
zy¢, ze kolorowanie map na sferze jest tym samym co kolorowanie map
na plaszczyznie, ale jak wyglada sprawa z kolorowaniem map na obwa-
rzanku, czyli torusie? Tu magiczna okazala si¢ liczba 7. Torusowa wer-
sja wzoru wielosciennego Eulera prowadzi do wniosku, ze siedem barw
wystarczy do pokolorowania dowolnej mapy na torusie, a jednoczesnie
Heawood podal przyktad mapy, dla ktérej konieczne jest uzycie wlasnie
tylu kolorow.

Jedli dopuscimy dziury w powierzchni (takie jak w preclu), to liczba
niezbednych barw wzrosnie. Jak udowodnil Heawood, do pokolorowania
kazdej mapy na obwarzanku z h dziurami (gdy h > 1) potrzeba N barw,

przy czym 1
N = {5(7+ Vi +48h)},

gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby z. Heawoodowi nie udalo sie
pokazac, ze dla kazdej powierzchni tego typu istnieje mapa, ktorej nie
mozna pokolorowa¢ mniejsza liczba barw — ale to zajeto nastepne 78 lat.
Okazalo sig, ze dowdd tej hipotezy Heawooda wymaga rozpatrzenia 12
zupelnie odmiennych przypadkéw.

Do 1967 roku niemiecki matematyk Gerhard Ringel i jego amery-
kanski kolega Ted Youngs rozstrzygneli wiekszosé z nich. Korzystajac
z rocznego urlopu, Ringel pojechal do Kalifornii i po kilku miesiacach
wspoélnej pracy z Youngsem uzupeknili dowod o brakujace przypadki.

Tymeczasem praca nad problemem czterech barw dawala efekty dosé
mierne. Cho¢ trudno bylo naprawi¢ btad Kempego, mozna bylo jednak
wydoby¢ z jego artykutu dwa pomysty, ktére miaty okazaé sie przydatne
w ostatecznym rozwiazaniu.

Pierwszy z nich to pojecie nieuniknionego zbioru konfiguracji. Jak
stwierdziliémy wyzej, kazda mapa zawiera figure, ktora jest co najwyzej
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pieciokatem, zatem wymienione przy tej okazji konfiguracje (dwukat,
trojkat, kwadrat, pieciokat) stanowia przyklad nieuniknionego zbioru:
w kazdej mapie jedna z nich musi wystapi¢, nie mozna ich uniknac.
7 pierwszymi trzema umiemy sobie poradzié¢, trudnos¢ sprawia jedynie
pieciokat — sprobujmy wiec zastapi¢ go czym$ innym. Mozna wykazad,
ze kazda mapa niezawierajaca dwukata, trojkata ani kwadratu, zawiera
nie tylko pieciokat, ale réwniez albo dwa sasiadujace pieciokaty, albo
pieciokat sasiadujacy z szedciokatem. Mamy zatem nowy nieunikniony
zbiér: dwukat, tréjkat, kwadrat, dwa sasiadujace pieciokaty, pieciokat
sasiadujacy z szesciokatem.

Widzielismy tez, ze dwukat, trojkat lub kwadrat jest konfiguracja
redukowalng, co oznacza, ze kazde kolorowanie pozostalej czeéci mapy
czterema barwami mozna rozszerzy¢ tak, by objeto ono i te konfiguracje
— czego nie umiemy zrobié¢ z pieciokatem.

Jednak w 1913 roku amerykanski matematyk George Birkhoff wyka-
zal, ze redukowalna jest takze konfiguracja pokazana na rysunku 4 — co
otworzylo droge do odkrycia tysiecy dalszych redukowalnych konfiguracji.

Widaé zatem, ze w celu udowodnienia, iz cztery barwy wystarcza
do pokolorowania kazdej mapy, nalezy znalez¢ nieunikniony zbiér kon-
figuracji redukowalnych, a wiec taki zbiér konfiguracji, ze kazda mapa
zawiera co najmniej jedna z nich — i ta, ktérg zawiera, jest redukowalna.

Przez pierwsze dwie trzecie XX wieku poszukiwano albo nieunik-
nionych zbioréw konfiguracji, albo konfiguracji redukowalnych. Pierw-
szym, ktéry potaczyl te dwa pojecia, byt niemiecki matematyk Hermann
Heesch. Spedzil on 40 lat na poszukiwaniach wtasnie nieuniknio-
nego zbioru redukowalnych konfiguracji. Wreszcie w 1976 roku pomyst
Heescha zostal zrealizowany przez dwoch matematykéw z Uniwersytetu
stanu Illinois, Kennetha Apple’a i Wolfganga Hakena, wspomaganych
w sprawach komputerowych przez studenta Johna Kocha. Po czterech la-
tach poszukiwan z uzyciem najpotezniejszych komputeréw owego czasu
znalezli oni nieunikniony zbior 1936 redukowalnych konfiguracji; po pew-
nym czasie udalo im si¢ go zmniejszy¢ do 1482 redukowalnych konfigu-
racji, a uzyskane rozwiazanie opublikowali w 1977 roku.

Dowd6d wspomagany obliczeniami komputerowymi budzit wowczas
duza podejrzliwoséé i rodzil wiele filozoficznych pytan. Czy mozna uznaé
za poprawny dowdd, ktérego nie mozemy sprawdzi¢ recznie, nawet jesli
udzial komputera sprowadzal sie¢ do rutynowego zweryfikowania przy-
padkéw? Ale czy rzeczywiscie powinnismy pokladaé wiare w reczny,
ale niezmiernie dtugi dowdd, powiedzmy, twierdzenia Feita—Thompsona
o grupach rozwiazalnych, albo w dowdéd Wilesa dla Wielkiego Twierdze-
nia Fermata, w ktérych mozliwosé ludzkiego bledu jest ogromna?

W latach dziewieédziesiatych XX wieku czterech matematykéw: Neil
Robertson, Dan Sanders, Paul Seymour i Robin Thomas, przedstawito
bardziej strukturalny dowdd twierdzenia o czterech barwach. Zastoso-
wali oni podobne komputerowo wspomagane podejécie co Apple i Ha-
ken, ale objeto ono tylko 600 redukowalnych konfiguracji, ktére mozna
sprawdzi¢ na laptopie w ciagu kilku godzin. Wigkszo$¢ matematykdw
chetnie przyjmuje ten dowdd, nawet jesli mieli watpliwosci wobec do-
wodu Apple’a—Hakena. Nie mamy jednak, jak dotad, zadnego dowodu,
ktory obywalby sie catkowicie bez komputera.
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