2. Rodwnanie falowe

2.1. Réwnanie struny i wzor d’Alemberta

Niech L oznacza operator rézniczkowy dany wzorem

02, 02

“or C oa?
Zauwazmy, ze L = L, o Ly, gdzie

o 0 o 9
Li=g o T2=gitegs

Rozwazymy zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego dla réwnania
struny swobodne;j:

Lu = uy — Uy, =0 dla z € R, t > 0,
u(z,0) = f(z) dlaxzeR, (2.1)
ug(x,0) =g(z) dlaxzeR.

Funkcje f € C*(R) i g € C'(R) sa z gory dane (opisuja, odpowied-
nio, poczatkowe wychylenie struny z potozenia réwnowagi oraz jej
poczatkows predkosé). Niewiadoma jest funkcja u, klasy C2.

FEtap 1. Wyznaczymy postaé wszystkich rozwiazan réwnania
Lu = 0. Rozbijemy to zadanie na dwa kroki: rozwigzemy réwna-
nia Lyu =v1i Lyv =0

(A) Zalozmy, ze Lyv = 0 w pewnym zbiorze wypuklym E C R?.
Niech /., oznacza prosta z — ¢t = v = const (y € R). Polézmy
h = v |, to znaczy, Scisle mowiac,

h(t) = v(y + ct,t).

Uwaga. Scislej mowiac,
bedziemy poszukiwaé
rozwiazania klasy C*

w polplaszczyznie
domknigtej R x [0, 00),
ktore jest klasy C2 na
polplaszczyinie otwartej
R x (0, 00).
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Wtedy

0 0
W (t) = = (y+ct,t) -+ —(7 + ct, t) = Lyv(y + ct, t) = 0.
ox ot
Innymi stowy, funkcja v jest stala na odcinku prostej £, zawartym
w zbiorze E. Zatem,

v(z,t) = p(x — ct) (2.2)

dla pewnej funkcji ¢ : R — R (intuicyjnie: wartosé¢ v(zx,t) zalezy
tylko od v = x — ct, tzn. od tego, na ktoérej z prostych ., lezy punkt
(2,t)).

(B) Dobierzmy funkcje o : R — R tak, aby —2ca’ = . Wtedy!

Lia(x — ct) = —cd'(x — ct) — ca/(x — ct) = p(x — ct) = v(x,1).

Zatem L;(u(z,t) — a(x — ct)) = v(z,t) — v(z,t) = 0. Powtarzajac
teraz rozumowanie (A) (ze zmiana ¢ na —c), przekonujemy sie, ze

u(z,t) — alx — ct) = B(x + ct),

to znaczy
u(z,t) = a(r — ct) + Bz + ct). (2.3)

Uwaga. Z tego wzoru wynika, ze wérdéd rozwiazan réwnania
struny sa takie funkcje, ktore naleza do klasy C?, ale w zadnym
punkcie nie majg pochodnych trzeciego rzedu. Ponadto, przestrzen
wszystkich rozwigzan ma taki wymiar, jak przestrzen funkcji kla-
sy C?: nieskoriczony. Jest wiec zupelmie inaczej niz dla liniowych
rownan zwyczajnych o statych wspoétczynnikach: ich rozwigzania sa
funkcjami klasy C'*°; jesli rownanie ma rzad réwny n, to przestrzen
wszystkich rozwiazan jest n-wymiarowa.

Etap 2. Wykorzystujac warunki u(z,0) = f(z) i w(x,0) = g(z),
dobierzemy funkcje a i 3.

Musi byé oczywiscie

a(z) + B(z) = f(z),
c(d/ (z) — f'(x)) = —g(x).

1Uwaga: w nastepnej linijce zapis Lia(z — ct) oznacza wynik dziatania operatora
Ly na funkcje dwoch zmiennych (z,t) — a(z — ct). Podobna konwencja bedziemy
postugiwacé sie dalej.
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(Pierwsza réwnosé otrzymujemy wstawiajac ¢ = 0 do (2.3), druga
— rozniczkujac (2.3) wzgledem ¢ i wstawiajac t = 0). Poniewaz za$
dla dowolnych z; i x5, mamy

alm) + B(w) = 5 (ale) + 5(1) + alw) + H())

wiec, wstawiajac 1 = x — ct, x5 = = + ¢t dostaniemy ostatecznie

u(z,t) = LEED . fle=ct) - / o(s)ds.  (2.4)

Jest to wlasnie wzér d’Alemberta.
Podsumujmy dotychczasowe rozwazania.

STWIERDZENIE 2.1.

(i) Kazde rozwiazanie u € C? zagadnienia Cauchy’ego (2.1) dla
struny nieskonczonej spetnia wzor (2.4), jest wiec jednoznacz-
nie wyznaczone przez dane poczatkowe f, g.

(i) Dla dowolnych f € C?*(R) i g € C*(R) wzor (2.4) okresla 0 tym, se waor
funkcje u € C?, ktora spelnia (2.1). d’Alemberta

cee 210 rzeczywiscie okresla
(iii) Jesli ST
rozwigzanie réwnania

falowego, przekonujemy

sup |f1(8) - f2(8)| <g, sup |gl (S) - 92(8)| <¢g, si¢ natychmiast

sER sER bezposérednim

to odpowiednie rozwiazania u; i u, zagadnienia Cauchy’ego "™
spelniaja nieréwnosé
|ug (z,t) —ug(z,t)| < (14+T)e dla wszystkich xR, t€[0,T7.

(iv) Liczba u(z,t) zalezy tylko od wartosci f w punktach = £ ct
i wartosci g w punktach y € [z — ct, x + ct].

Ostatni warunek ma jasng interpretacje fizyczna: ¢ jest predko-
Scig, z jaka rozchodzi sie fala.
2.2. Wzor Kirchhoffa. Zasada Huygensa

Przejdziemy teraz do rownania falowego dla m = 3 (tzn.
w trzech wymiarach przestrzennych). Aby rozwiaza¢ zagadnienie
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Cauchy’ego, sprowadzimy je — wykorzystujac metode znaleziona
przez Poissona — do jednowymiarowego zagadnienia Cauchy’ego dla
rOwnania struny. Nie bedzie to jednak struna nieskoiiczona, jak
w poprzednim podrozdziale, lecz struna péinieskoriczona; zajmijmy
sie nia przez chwile.

2.2.1. Struna ponieskonczona

Rozwazmy zagadnienie poczatkowo-brzegowe

Lu=uy — u, =0 dla z > 0,t >0,
u(z,0) = f(x) dlaz >0,
ui(x,0) = g(z) dlazx >0,
u(0,t) =0 dlat > 0.

(2.5)

(,Lewy koniec” struny jest zaczepiony i nie zmienia swego polozenia.
Aby drugi i czwarty warunek nie bylty sprzeczne, nalezy przyja¢, ze
f(0) = 0). Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze

u(z,t) = a(r — ct) + Bz + ct),

gdyz wyprowadzajac wzor d’Alemberta, zaktadaliSmy jedynie, ze u
spelnia réwnanie Lu = 0 na pewnym wypuklym podzbiorze
plaszczyzny R2. Funkcje o i 8 powinny spelnia¢ warunki

a(z) + B(z) = f(2), x>0,
c(d(z) - f'(z) = —g(z), x=0,
a(—ct) + B(ct) =0, t > 0.

Ponadto, do a mozna dodaé stala, odejmujac ja jednoczesnie od

B. Mozemy wiec przyjaé, ze a(0) = 8(0) = 3£(0) = 0. Znajac f i g,

wyznaczymy « i 3 dla x > ct tak samo jak wczesniej, zatem

x+ct
t —ct 1
u(x’t):f(x—i—c);‘f(x C)—i—z—c/g(s)ds dla z > .
r—ct

Aby okresli¢ u dla = < ct, nalezy wyrazi¢ « na przedziale
(—00,0) przez f i g. To nietrudne: dla s > 0, mamy

a(=s) = =f(s) = a(s) — f(s), (2.6)

a poniewaz
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(a1 3 znikaja w zerze!), wiec z warunku o+ 3 = f dla x > 0 mamy

ale) = 37(@) = 5o [ a(€)de, (2.7
8(e) = 3()+ 5 [ a(€)a (2.

to znaczy

a(a:—ct):—%f(ct—x)—l—%c / g(&)d¢ dla z < ct.

ct—x

Zatem, ze wzoru u(z,t) = a(x — ct) + f(z + ct) mamy

ct+x
u(%t):f(:v—i—ct);f(ct—x)_i_%/g(s)ds da 7 < ct.

ct—x

Warto zauwazy¢, ze efekt jest bardzo prosty: funkcja u jest okreslona
tak, jakbysmy przedtuzyli f i g do funkcji nieparzystych na catej
prostej, rozwiagzali réwnanie struny w poiplaszczyznie z € R, t > 0
i obcieli rozwiazanie do R, xR, . Innymi stowy: fala, ktéra dochodzi
do zamocowanego korica struny, odbija sie, zmienia faze i, nie tracac
energii, zaczyna biec w przeciwng strone.

2.2.2. Srednie sferyczne i wyprowadzenie wzoru Kirchhoffa

Po tych przygotowaniach przejdzmy do zagadnienia Cauchy’ego
dla réownania falowego w R3 x R, . Poszukujemy rozwigzan problemu

Lu=uy — A, u=0 dlaz € R3 t >0,

u(z,0) = f(z) dlaz e R3, (2.9)
u(2,0) = g(z) dla z € R3.

Jak poprzednio,
bedziemy zakladaé, ze
rozwigzanie jest klasy
C! na polprzestrzeni
domknietej i klasy C?
w jej wnetrzu.
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Aby sprowadzié¢ (2.9) do zagadnienia jednowymiarowego, bedziemy
dla h: R® — R rozwazaé¢ $rednie

1
Iwr) =1 [ bla+rg)da,
ly|=1

_ ! / h(€) do.

4mr?
S2(z,r)

Jak wida¢, Ij(z,r) oznacza $rednia warto$¢ funkcji h na sferze
o $rodku x i promieniu r. Nietrudno stwierdzié, ze:

o Jesli dla pewnego s = 0,1,2, ... funkcja h € C*(R?), to réwniez
Ih S CS(RB X RJ'_),
° lin’(l) I,(z,r) = h(x) dla kazdej funkcji ciagltej h i dla wszystkich

x € R3.

Stosujac twierdzenie Fubiniego, otrzymujemy

B<o£> s O/R <||Z Mz +2) d%) dr
= /R4m~21h(x,r) dr. (2.10)

0

(Aby uzyska¢ druga rownosé, zmieniamy w wewnetrznej calce
zmienng z z na y = z/r € 5*(0,1); wtedy do, = r?do,,.)
Udowodnimy teraz dwie wtasnosci $rednich 7.

LEMAT 2.2. Dla funkcji h € C%(R?) zachodzi réwnosé

R
0
A, (/ 4rr? I (z, ) dr> = 47TR2ﬁIh($,R).

Dowéd. Lewa strone rownosci z tezy lematu przeksztatcimy, postu-
gujac sie kolejno: wzorem (2.10), twierdzeniem Gaussa—Ostrograd-
skiego i zamiang zmiennych S?(0,R) 3 z — y = z/r € S5%(0,1).
Zauwazajac, ze wektor normalny do sfery S?(0, R) w punkcie z da-
ny jest wzorem m(z) = z/R, otrzymujemy
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A, ( /R 4mr?T (2, ) d7~> _ / Ah(z + 2) dz
)

0 B(O,R

_ / Vh(:v—l—z)-%daz

e Oh
= R*Y ——(z+ Ry)-y; do,

Ha;

Q

LEMAT 2.3. Dla funkcji h € C%(R?) zachodzi rownosé
2

Ayr Iy(z,r) = %r I(x,7).

Dowéd. Roézniczkujac wzgledem R obie strony réownoéci z tezy le-
matu 2.2, otrzymujemy

R
0 0 0

—A, 7 = —R>—1 .
5 ,E/'r n(z,r)dr 8RR 5 n(z, R)
0

7 twierdzenia Newtona—Leibniza wynika, ze lewa strona jest rowna

AL R* I (z, R), wiec

1
A RIL(z,R) = —iRQi

= Ror’ aph(® 1)

Aby otrzymac teze lematu, wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnej
dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji f jednej zmiennej s mamy

1 !/ ! 1
~(s2(9)) = (s£(5))"
Pozostawiamy to sprawdzenie jako tatwe zadanie dla Czytelnika. ]

Oznaczmy teraz symbolem ¥, operator, ktéry funkcji h przypo-
rzadkowuje rI,(-,7), to znaczy niech

U.h(x) =rly(x,r).



22 2. Réwnanie falowe

Uwaga. Piszac ¥, (Lu)
i Ypu, traktujemy
zmienng t jako
dodatkowy parametr —
operacje usredniania,
wystepujaca w definicji
¥,., aplikujemy tylko do
zmiennych .

(Dla r = 0 wygodnie jest przyja¢ ¥,.h = 0). Obliczajac ¥,.(Lu), dla
Lu = uy — ?Ayu = 0, dostaniemy

0=V, (Lu) = L(V,u) = o 2 O v,

=V, (Lu) = L(¥,u) = <@—c w) .

(Ostatnia rownosé jest trescia lematu 2.3.) Po prawej stronie x od-
grywa role parametru, zmiennymi sg za$ r (,polozenie”) i t (,czas”).
Poniewaz r > 0it > 0, wiec mamy do czynienia z rownaniem struny
poiieskoniczonej. Warunki poczatkowo-brzegowe to

Vu=¥.f dlat=0,r>0,
SVu=v,g dat=0,r>0, (2.11)
v.u =0 dlat>0,r=0.

Funkcje ¥,u wyrazimy, stosujac wzor d’Alemberta. Poniewaz na-
szym ostatecznym celem jest znalezienie wartosci u (co wymaga
obliczenia $rednich I,(z,7) i przejécia do granicy r — 0), wiec
zainteresujemy sie warto$ciami r < ct. Podstawiajac wypisane wy-
zej wartosci poczatkowe do wzoru na rozwigzanie réwnania struny,
otrzymujemy:

ct+r

1 1
Uu(z,t) = 5 (LZ/CtJrTf(x) - Llfct,rf(l‘)> + % / Veg(z)dE. (2.12)
ct—r
Poniewaz
1 . Yau(z,t)
u(z,t) = llir(l)g / u(z +ry,t)do, = llir(l) —
52(0,1)
wiec (2.12) prowadzi do
0 1
u(z,t) = gyvlrf@) » + ELZ/ctg(a:). (2.13)

Aby wyrazi¢ u jawnym wzorem, pozostaje obliczy¢ pochodng wzgle-
dem r. Ot6z,

0
gwrf(x) o
— ([ @, [ 2 s
= . X TY O'y T a’r X TY O'y L
ly|=1 ly|=1
10

T 4r ot
S52(0,1)

_ (t / f(x+cty)day>.
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Podstawiajac ten wynik do wzoru (2.13), dostaniemy

sz, 1) = %(t / Flx+ cty) day>

52(0,1)

+1 / g(x + cty) do,, (2.14)

52(0,1)

lub réwnowaznie, po zamianie zmiennych S?(0,1) > y — 2z = x +
cty € S*(x, ct),

47T62u(x,t):%<% / f(z)daz>+% / g(2)do.. (2.15)

S2(z,ct) S2(z,ct)

Zarowno wzor (2.14), jak i wzor (2.15) bywaja nazywane wzorem
Kirchhoffa.

Jak wczesniej, podsumujmy wyniki naszych rozwazan i rachun-
kow.

TWIERDZENIE 2.4. Jedli f € C*(R?), g € C*(R?), to zagad-
nienie Cauchy’ego dla réwnania falowego w R* x R, ma doktadnie
jedno rozwigzanie u klasy C?. To rozwigzanie jest okreslone wzorem
Kirchhoffa (2.15).

Ponadto, rozwigzanie zalezy w sposoéb ciggly od danych poczat-
kowych f, g w nastepujacym sensie: jesli

11 = follerws) <, g1 — gallcors) <e,
to
|uq (,t) — ug(z,t)| < const(T)e dla z € R® oraz t € [0, 7).

(Jednoznacznos$é wynika stad, ze wykazaliémy, iz kazde rozwia-
zanie spetnia wzor Kirchhoffa. Gdy f € C%ig € C?, to prawa strona
wzoru Kirchhoffa ma ciagle pochodne czastkowe do drugiego rzedu
wlacznie, wiec i lewa — czyli funkcja u — takze. Sprawdzenia wy-
maga to, czy funkcja okreslona wzorem Kirchhoffa istotnie spelnia
rownanie falowe; wystarczy w tym celu przesledzi¢ juz wykonane
rachunki).

Whniosek 2.5 (Zasada Huygensa). Jesli dane poczatkowe f, g maja
zwarte nosniki i

S = supp f Usuppyg,
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to u(x,t) = 0 dla wszystkich t &€ [t;(x),t2(x)], gdzie

ti(x) =inf {t > 0: S*(z,ct) NS # 0},
ta(x) =sup{t > 0: S*(x,ct) NS # 0}.

Dowdéd. Dla ¢t < t;(x) i dla t > t5(x) sfera S?(z, ct) nie ma punk-
tow wspoélnych ze zbiorem S, wiec funkcje f i g znikaja na niej
tozsamosciowo i obie catki we wzorze Kirchhoffa sa réwne zero. [

Interpretacja tego wniosku jest do$é oczywista: w R? Zrodto
dZzwieku o ograniczonych rozmiarach mozna styszeé tylko przez pe-
wien skoriczony, Scisle okreslony czas. Front fali dociera do obser-
watora, czy raczej stuchacza, tym szybciej, im wieksza jest stata c,
czyli predkosé rozprzestrzeniania sie zaburzen; po przejsciu fali na-
stepuje cisza — gdy zbior S jest zwarty, wartosci u(x,t) znikaja dla
odpowiednio duzych t.

2.3. Wz6r Poissona. Czego nie moga plaszczaki?

Okazuje sie, ze znajomo$¢ wzoru Kirchhoffa pozwala niemal na-
tychmiast wypisa¢ wzoér na rozwiagzanie zagadnienia Cauchy’ego
dla réwnania falowego w dwoch wymiarach przestrzennych (tzn.
wR? xR,).

Pomyst jest bardzo prosty: nalezy dodaé fikcyjny trzeci wymiar
x5 1 zaraz potem zaltozy¢, ze f, g i u w ogodle nie zaleza od x3. Oczy-
wiscie u dane jest wzorem Kirchhoffa. Nalezy ten wzor wypisaé (bio-
rac np. wszedzie 3 = 0, gdyz f, g i u nie zaleza od x3), a nastepnie
przej$é¢ od catkowania po dolnej i gornej potowce sfery S?(z, ct) do
catkowania po dysku. Otrzymamy (prosze samodzielnie wykona¢
zamiane zmiennych w obu catkach we wzorze Kirchhoffal!)

e u(z, t) = %( f(2)dz >

At? — |z — x|?

D2 (z,ct)

g(z)dz

At? — |z — a:|2'

(2.16)

D2(z,ct)

Jest to tzw. wzér Poissona; = i z sg punktami plaszczyzny RZ,
a D?(x, ct) oznacza dysk o srodku x i promieniu ct. Jest wiec inaczej
niz we wzorze Kirchhoffa: tam calkowaliSmy po sferach, tzn. po
zbiorach kowymiaru 1 w R3, tu natomiast calkujemy po dyskach



2.4. Niejednorodne réwnanie falowe: catki Duhamela 25

— tzn. po zbiorach tego samego wymiaru, co R%. Dlatego wlasnie ze
wzoru (2.16) wynika dos¢ ciekawy wniosek.

Mianowicie dla réwnania falowego w R?T! zasada Huygensa nie
zachodzi, tzn. zbior {t : u(x,t) # 0} zazwyczaj jest nieograniczony,
nawet gdy dane poczatkowe maja zwarty nosnik. Jesli bowiem S =
supp f Usupp g, to dla dowolnego punktu x istnieje t; = ¢;(x) takie,
ze dla wszystkich t > t; dysk D?(x, ct) zawiera punkty zbioru S.

Plaszczaki z powiesci E.A. Abbotta nie moga wiec — o ile w ich
$wiecie rozprzestrzenianiem sie fal akustycznych rzadzi to samo réw-
nanie falowe — odpoczywaé¢ w absolutnej ciszy. Typowy sygnat aku-
styczny, ktory juz raz dotrze do ustalonego punktu x € R?, jest od-
bierany po wsze czasy; nie ma wyraznie zaznaczonego tylnego frontu
fali, jedynie natezenie odbieranego dzwieku stabnie, ze wzgledu na
skladnik c*t? pod pierwiastkiem w mianowniku. Zatem, plaszczaki
o lekko przytepionym stuchu mogg wie$¢ w miare normalny zywot
(patrz zad. 6 s. 133).

Podobny fenomen ma miejsce takze i w wyzszych wymiarach: za-
sada Huygensa obowiazuje jedynie wtedy, gdy wymiar przestrzeni
jest liczba nieparzysta. (Wiecej informacji mozna znalezé w podroz-
dziale 2.4 ksiazki L.C. Evansa Rownania rdzniczkowe czgstkowe).

2.4. Niejednorodne réwnanie falowe: catki Duhamela
Niech w dalszym ciagu

N P

= — —¢C z = C —_— .
a2 P T o

Na zakoiniczenie naszego spotkania z réwnaniem falowym rozwa-
zymy jeszcze zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania niejednorodne-
£go,

Lu(z,t) = h(z,t) dlaxz € R? ¢t >0,
u(z,0) = f(x) dla z € R3, (2.17)
u(z,0) = g(z) dla z € R3.

Zalozymy, ze h i g sa klasy C?, f za$ — klasy C3.

Aby znalezé rozwiazanie, zapiszemy u = w + v, gdzie Lw = 0,
w(z,0) = f(z), wy(x,0) = g(x) oraz Lv = h, v(x,0) = v;(x,0) = 0.
Funkcja w jest dana wzorem Kirchhoffa. Wystarczy wiec rozwigzaé
zagadnienie (2.17) dla f,g = 0.
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Niech ¢(x,t,s) (dodatkowa zmienng s > 0 traktujemy jako pa-
rametr) spetnia warunki

Lp=0 dlaxz € R? ¢t >0,
o(x,0,8) =0 dla z € R3, (2.18)
oi(x,0,8) = h(z,s) dlaxzeR>.

(Innymi stowy, aby wyznaczy¢ ¢, nalezy rozwigzaé¢ nieskonczong
rodzine zagadnieri Cauchy’ego dla jednorodnego réwnania falowego,

indeksowang parametrem s. Mozna to oczywiscie zrobié, stosujac
wzor Kirchhoffa).
Poltézmy teraz

t

v(x,t) := /gp(a:,t —s,8)ds. (2.19)

0

LEMAT 2.6. Funkcja v dana wzorem (2.19) spelnia réwnanie
Lv = h i warunki poczatkowe v(z,0) = v,(z,0) = 0.

Dowéd. Oczywiscie v(z,0) = 0 dla wszystkich x. Rozniczkujac
obie strony (2.19) wzgledem odpowiednich zmiennych, otrzymujemy
kolejno

t

vi(x,t) = ¢(z,0,t) + / oi(z,t —s,5)ds

= /gpt(a;‘,t —s,5)ds, (2.20)

v (z,t) = i (x,0,t) + /@tt(m,t —s,8)ds, (2.21)
0
t
AN v(z,t) = /CQAwgo(a;,t —s,8)ds. (2.22)
0

Wstawiajac t =0 w rownaniu (2.20), przekonujemy sie, ze v;(x,0) =0
dla wszystkich z. Odejmujac drugie i trzecie rownanie stronami,
otrzymujemy Lv = ¢;(-,0,-) = h. O



2.4. Niejednorodne réwnanie falowe: catki Duhamela 27

Wyrazajac ¢ wzorem Kirchhoffa i podstawiajac wynik do (2.19),
dostaniemy

Wynika stad natychmiast nastepujacy wniosek

Whniosek 2.7. Wartosé v(z, t) zalezy jedynie od wartosci h w punk-
tach (z, s) potozonych na stozku o réwnaniu

|z — x| = c(t — s), s € (0,1).





